Cinématique des Fluides

Introduction

La cinématique, c'est I'étude du mouvement des
fluides sans tenir compte des forces qui ont
produit ce mouvement.
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Variables de Lagrange (Discription lagrangienne)

Soient A (a,b,c) les coordonnées d’une particule P1 de fluide
a I'instant to dans le repere 0,x,y,z.

Les coordonnées indépendantes (a, b, ¢, t) sont
appelées variables de Lagrange.

Pour t quelconque la position M({x, v, z,t)
de P1 est connue par la connaissance de
x=gql(ab,ct)
¥y =g2(a b,ct)
z = gs(a,b,ct)
Le mouvement du fluide est connu si on a ces
relations pour chaque particule P du fluide
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Dans cette description on suit chaque
particule individuellement

Exemple: pour une personne sur une barque

X entrainée par un courant d’une riviere, la vitesse de

La barque représente.la vitesse lagrangienne
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Trajectoire

La trajectoire est une courbe décrite au cours du temps par une
particule P de fluide.
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Equation de la trajectoire

L'équation de la trajectoire d’une particule est donnée par le systeme paramétrique

suivant:
dx )
— =ufa,b,c, t)
at Q
dy o r (b
E prm— ‘L"‘LQ, D, C, t) 0 \C,)
dz )
i w(a, b,c, t)
Le temps est une variable . Ou

dx ady dz gt

u(m, t ) v(n, t ) w(rn.,t)
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Variables d’Euler (Description eulerienne)

Les variables d’Euler permettent de définir le champ des
vitesses a chaque instant t et en tout point M du fluide

z /
Champ des vitesses /

a l'instant t

—  \ecteur vitesse
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*+* Dans la description eulérienne il est plus
commode pour une personne d’étudier a des
instants différents les variations des grandeurs
telles que la vitesse , la masse volumique, la
température, le concentration du fluide, car il
se place en un point M(x, y, z) fixe du fluide .

*» Dans le repére O,x, y, z le vecteur vitesse a pour
composantes:
~ ( u(x, vy, zt)
! l A Alinstant L

“

H'{:xj V¥, Z, r)



Remarque

=1

Dans un écoulement permanent (ou sattionnaire)

Ne dépend pas du temps soit:

(ulx, v, z)
Vivix,vz)

w(x, ¥, z)

Ligne et tube de courant

Ligne de courant

Une ligne de courant est une courbe dont la tangente en chacun
de ses points est, a chaque instant est colinéaire au vecteur
vitesse du champ des vitesses de écoulement.
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S —

Vecteurs Z \\
vitesses

Ligne s de
courant

Remarque:
Si 'écoulement est permanent les trajectoires des particules
du fluide sont confondues avec les lignes de courant .
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Tube du courant

on appelle tube de courant 'ensemble des lignes de courant
s’appuyant sur un contour fermé.

Contour

fermé .
vitesse Ligne de courant
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Equation de la ligne du courant

L'équation de la ligne de courant par rapport a un
repére est définie par:

— —

dOM AV = 6

Soit:

dx dy dz
u (:.‘X', Y. Z, t(}) ‘L’(.‘X’, Y, &, tO) W(.‘X', Y, &, tl})

u,v et wsont les composantes de la vitesse

Le temps est considéré fixe dans cette relation
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Différence entre ligne de courant et trajectoire

» On parle de la trajectoire pour une méme particule a des instants différents
» On parle de la ligne de courant pour plusieurs particules en un méme instant
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Contrainte et matrice des contraintes
(tenseur des contraintes)
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Force de contact

Soit (dS) une surface plane élémentaire prise au sein d’un fluide
du centre C. cette surface sépare le fluide en deux régions (1) et

(2). .

h

at .

~.1

(2)

1 :vecteur unitaire

(1) NormaladSen (C)

) T :vecteur unitaire
@dt :Force de contact sur dS

tangentadSen( C)
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Convention

La face de dS tournée vers ( 1) est la face négative et celle tournée vers (2) est
positive.

Les actions de contact exercées par les particules de la rfégion (1) suivant dS
sur les particules de la région ( 2) ont une résultante QT

Par le principe d’action et de la réactionona - @f de(2) sur (1)
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Remarque importante

Le vecteur at Dépend de la position du point ( C ) dans le
fluide et de l'orientation de dS: dt(P,n)

Lensemble des forces de contact {dti ; d 2 ; dfs }

constitue un faisceau de force de contact au point (C)
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Décomposition de la force de contact

=l

~1

t, ds

(Contrainte normale)

-

(Contraint tangentielle) ds bz

o

dS

Remarque

Dans un fluide parfait ou au repos la contrainte i  (force de pression )

est normaleadS quelques que soient IeLP0|nt C) et I'orientation de dS.
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Contrainte et tenseur de contrainte

Posons
- —_ -+ g ) - dt , \
g=t..dS+t,.dS ils'ensuit 0= TS appelée contrainte (en N/mz).

E.dS est la composante de cisaillement

En. dS estla composnate de pression
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lacontrainte ¢ nour s trois orientations de lanormalen suivant les axes Nyet:

durepere cartesien, ¢ -3 - d neuf composantes, eut s organiser suivent une matrice ]

appelée tenseur des contraintes

Uy ny Oxz
Oyx Oypy Oyz| onmontre quea est svmetnque soit 0;j = 0j;
.azx Uzy Uzz

noté ¢

5o oot 0 vt ane e it ool unt e
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Les termes de ladiagonale 6, 0y, 0;; représentent les contraintes normales

les termes non situes sur la diagonales representent des contraintes tangentielles

on montre que la containte sur une surface de normalen peut s'écrire:

Dans laplupart des cas on ecrit la contrainte sous la forme:

3,'.'

f=  -pn + 0N
e

f oree de pre 20 10N f orce Vs qUEUSE |:C isaillement]
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Soit

=11
I
.
e

! ! !
Oxx Oxy Uxz
! ! !
6),‘ x 6)?),’ 6.)‘ z
! ! !
Ozx Ozy Uzz

tenseur des contraintes visquUeUsss

—p 0 0
0 -p 0
L0 0 -p.
t.ensaur ds press:'o;:

Remarquons aussi que le tenseur des contraintes
visqueuses est aussi symeétrique:

soit o;; = o;;

’
J Ji
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=y |

Représentation de la force visqueuse @

8). '
é, o
- e, =N
ex / > X
Oxy.. ol
.‘ a
'
'
' " Oxx
axz ..... &

www.etusup.org



on peut donc écrire les éléments de la matrice du tenseur (7

associé a la contrainte en un point P du fluide sous la forme:

—_— !
Oij = —po;; + 0y

Avec :
p : lapression

8;; : désignelesymbole de Kronecker

a';; estl'élment delamatrice veltif au tenseur visqueux associ

4

1

eadelacontrainte
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Modele newtonien

On montre expérimentalement (expérience de Couette) que
pour les Fluides Newtoniens incompressible que le tenseur des
contraintes s’écrit:

-pl + p(gradV+ gradV)

0

pour un fluide newtonien o

I est le tenseur unité
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Avec

ou Ou OJu
oxr Oy 0z
ov Ov Ov
or Oy Oz
ow Ow OJOw
or Oy Oz

www.etusup.org
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On peut noter que :

est appelé tenseur vitesse de

— 1
avec : D = § (grad Vv +T grad V) déformation

Pour un fluide newtonien incompressible les éléments de la matrice
associée au tenseur des contraintes de viscosité s’écrivent:

g.. = .\ + -
S 0x; a.'x.‘.-)

.
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Interprétation de tenseur D et
définition du tenseur tourbillon f2
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Champ des vitesses

Soient deux points voisins d’'un méme fluide M(x,y,z) et

M'(x +dx,y +dy,z+dz) leurs vitesses respectives sont:

q

—
I et 17" Avinstantt.

Si

q. ql

(u,v,w) et (u',v'w') sont les composantes respectivement de V et V'

alors
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du du du
u' =u'(x+dx,y+dyz+dz) =ulx,y,z) + —dx+—dy+—dz

ox ay 0z
, , . . . . dv . v adv s
v =v'(x+dx,y+dyz+dz) =vix,yz) +—dx+—dy+
ax @y az "
. , ow ow ow
w' =w'x+dx,v+dy,z+dz) =wix,v,z) +—dx+—dy+—dz
ax ay dz

Ou d’une fagon condensée:
3
, , du;
au; = U; — U; = — Q.X
£ OX;

‘—

U U, Uy v et uy - wavee (u,v,w) les composantes delavi tesse V
X{ — X, X2 ooV el X3 5 2

Ou en adoptant la convention d’Einstein (lorsque deux indices sont répétés dans
une expression la sommation est faite implicitement sur ces indices). Soit

ou;
au; = UuU; — u; = — a.x
dx;

Professeur Elhammouti 30
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Qu’on peut écrire sous forme matricielle suivante:

6111 d Uq aui R
( axi 6.3(-3_ 6.1'3 \

Uy — Uy du, du, Au, (2:1 \
Us — Ur - ' X2
u-.. . u- axi 6.‘1‘: ax: '-.dX'-~
s~ U |ous dus dus | o
X7 X4 d X3 dx 3/
Les termes :
a u:-
8 =5
T ax;

Sont les éléments d’un tenseur d’ordre deux, appelé le tenseur gradient des vitesses
ou tenseur des taux de déformation qu’on note :

Professeur Elhammouti 31
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‘duy  Ouy  dugh
(axi axz 6.1’;\

== du, du, Jdu,
gradV = dxy 0Ox, 0x;
\6113 dug 6-u3)

Wdxy dx, dxg/

Notons que tout élément de g-rad Y (dutenseur d’ordre deux ) peut s’écrire:

1 1

9:‘;‘:5 (Qijj{"gji )"’5 (9:‘,»“9)':' )

! o

d'{ i

wj

| : éléments du tenseur symétrique

Il : éléments du tenseur antisymétrique D’une facon générale

—y —

: 1 - — 1 = —
rad V = > (g'radV + ¢ g-radl_-") + > (gradV — gradVl’)

"QQ

T
bl |}
vk

Professeur Elhammouti
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du _ 1 %+?_1‘f)+1 ?u"—?u‘f)SOitaussi gij = diy + Wy
2 \ 2 X: 2\ 0x; Oxy,

Ou d’une maniére générale
G= D+1)
Avec:
g;; elément dutenseurG

d;; elément dutenseur symetrique D

w;; elément dutenseur antisymétrique

Professeur Elhammouti 33
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-interprétation du tenseur D

Les éléments,

dij de tenseur D peuvent s'écrire:

1 -~ 1 o~
dij= §'oij'dii +(dij_§.oij.dii)
dilatation volumi qus tenseur diviateur

8;; désignelesymolede Kronecker égalalsii =j etégalaOsii#j
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- Interprétation du tenseur [2

Les éléments

du tenseur ..Q

représentent les composantes du vecteur
tourbillon local définie par:
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- - -

X vy z

a a d

Uy Uz U3

On peut définir aussi la vorticité locale par:

—

2.1}
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Interprétation de D et ﬂ sur un élément de volume du fluide

Rappelons que :

-y

(u,v,w) et (u',v'w') sont les composantes respectivement de V et V'

¢

uf
1
vV (u 2) vitesse au point M(x,vy,2)

u's
-3 Up* . : \
V! ua) vitesse au point Mx + dx,y + dy,z + dz)
Uz A
MI
M
>
Professeur Elhammouti 37
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‘d Uq Bui d Uq™
( Bxi 0X 5 Bxg \

o". ] /2 ) - ¢ AN
b ! au: a'uz au:; dxl
u’g = Uz + } ; ; ' dxz

' Usz, 6)61 61‘2 0x3 .d'x:g.

g \6'113 6'113 6113 }
dxy Ox, Jdxy/

-

Qui peut s’écrire aussi :

V(M)= V(M) +gradV.dOM =V (M)+| D.dOM + 0.dOM

dilatation rotation propre
+deformation

gradV.dOM = (D + Q).dOM

Les composantes de la vitesse sont données par:

u;=u; + w;. dx; + dj

s ji jir G

Professeur Elhammouti 38
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Ou encore :

V(M) = V(M) +0adOM + D.dOM
translation rotation dilatation
) - +déformation

comportement d'unsolide parfait

~ -
~ -
~ -
~ -
~ -
SO -
~ ~ -
~ ~ -
~o ~ -
- ~ -
~ -
S ° <N~
~
TS
S - ~
~ - ~
=~ - ~
~ - ~
9 - ~
~ PR SO
~
~ - ~
~ - ~
~ - ~
~ - ~
- ~

Rotation

Déformation
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Dérivée particulaire
-Cas d’une grandeur scalaire

Soit f(x,v,z) une grandeur associée a un élément
de fluide quise déplace d’un point

M(x,v,z)aM'(x+ dx,y +dy,z +dz)

— —

on note aussique OM = r et OM' =¥ + dr

La variation pendant un intervalle de temps dt def
est:
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af af af af af S
df =5pdt +——dx+—-dy+—-dz =—_dt + gradf.d
f =% ox X T3, @y + 5,42 =5 at T gradf.ar

d'autre part on dr = V. dt

etdon: 2= L V. grad
il vient donc : e o V. graaf

e
variation temporells

variation duealavariationde f dans lespace

D
f est dite derivee particulaire on lanote D_};
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Cas d’une grandeur vectorielle

SoitV ¢ y,2,t) une fonctionvectorielleet ulx,y,z,t),v(x, v,2,th(x, 3,2,

ses composantes sur la base cartesienne

¢ Du B du N L—; —
e Dt ot gradt .
Dv N
— = — =— + V.
Dt Dt at gradv
Du ow N Sy
= . y
\Dt dt graau
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DV

On remarque facilement que D peut s'eécrire:
DV _ oV + dV V
— =— ra
pt ot ¢
ave i @ @ Su ]
or Oy 0z
. Oov Ov Ov
grad v = - = ZZ
dr Oy 0Oz
ow Jw OJw
Odxr Oy Oz _
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Equation de quantité de mouvement :
équation de Navier Stokes
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On peut montrer que la force par unité de volume des
forces de viscosités est :

Divag'

et I'accélération de la particule peut se mettre sous la forme :

aff«"_ av ey
dt ar
Par ailleurs

+ -

Div ( g'ra.a’.l_-; + ‘grad F) =AV + grad (Div F’)
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Avec

divV = 0 pourun fluide incompressible donc grad(divV) =0

D’apres la conservation de la quantité de mouvement (LFD)
dans un repere galiléen pour une particule fluide on peut
écrire:

p (?9_: + (v.V) v) = p§ — gradp + Diveo'

C’est I'équation de Navier —
Stokes sous forme vectorielle
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Avec

(BT, N B0y N 9o
dx ay dz
- ’ - ’ - ’
Div o? — 4 00, N da,., N do,.-
dx ay dz
do.. N Aoz, N do.-
. dx ay dz
Ou encore pour un fluide incompressible
newtonien:
Dive' = ,uKF
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Avec

AV

9°u
dx?
921
dx?
F°w

+

+

o ¥ -
d<u Jd-u
ay* = az?

~

921 92

ay: 9z
<w 9w
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Equation de Navier-Stokes sous forme
cartésienne

o o u il AT 04 il
Gyt e g g v
v o d oy o 04 oy o
{ p(a 'HI& U ba T Wa )= gy - a +H(@ T w +E)
ow - ow 0w 0w o dw 0w 0w
p(a +UE T ba +Wa )= 0.0, - a 'Hl(@ T 01_2 +F)
Et I'équation de continuité
ou Ov Bw
— + 5 =0
oz (')y oz
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Si 'axe des z est ascendant les composantes de
I’équation de N-S deviennent:

ou - ou - ou - ou Lo +vA
— ,— 2 w —_— = —— c— Vv ‘
ot “ dx v ay dz p dx “
dv N dv N dv . dv 1 dp v A

a T _— — — — ‘l.' >
ot “ax  Cay W Bz o 3 v
W o i L op +vA
— +U.— v WwW— = —— —— VAwW
dt dx ay dz p 0z g

H : 2 o 2 :

avec VvV =; : viscosite cinematique

Professeur Elhammouti 50
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Si le régime est permanent les équations de Navier-
Stockes deviennent:

ou N du++ du 1 op +vA

o p o W —— = —— — +V/
“ax T ¥ oy 3z p Ox .

dr+ .6v++.dv_ 1 P
u. " t 3y W 9z = " p oy vAtu

ow " dw++ ow 1 op +vA
FU.— v — W— = == = vAw

ox ay 0z p 0z g

M . P
avec v=; + viscosite cinematique
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En utilisant la convention d’Einstein nous obtenons la forme
condensée de la projection de I'équation de N-S :

au:-_}_v du; 1 dp ot A
at u"'a;x'}- - p dx; §i v VO

Professeur Elhammouti
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Conditions initiales et aux limites

Conditions initiales

Solution connu e dans tout le domaine de I’écoulement a l'instant
initial.

Conditions aux limites
Fluides parfait

+» la composante de la vitesse perpendiculaire est continue lors de la traversée
d’une interface.

¢ la pression est continue a la traversée d’une interface fluide-fluide
dans le cas
ou I'on néglige la capillarité ; sinon ilfautappliquer la formule de Laplace



Fluide visqueux

» Paroi solide fixe : condition d” adhérence: v =0

Rappel : en fluide parfait, glissement autorisé
on imposait seulement :v.

» Paroi mobile V=V,
(exemples : Couette, pales) : /

L |
« Sortie d’ un écoulement : p imposé (souvent = p.,,), pas de cisaillement

« Surface libre a I atmosphere P = Patm T,.n =10

Vp

» Ecoulement autour d” un obstacle :
écoulement paralléle a I infini  v(r — +o0) =}

S
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+» la composante tangentielle de la contrainte est continue
entre deux fluides

(elle est quelconque pour
une interface liquide solide)
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Quelques types d’écoulement

< Ecoulement permanent ou stationnaire

Un écoulement est dit permanent si:

oV =
e 0 pour quel que soit le point ou evolue le fluide

Autrement dit la vitesse ne varie pas localement

De méme pour les champs de température, de masse volumique
et de pression sont stationnaires si:

aT dp dp
-0, ZE_p e ZE —p
at ' Bt * ot

Professeur Elhammouti
WWW.etUSUp.OI'g

56



+* Ecoulement tridimensionnel (3D) , bidimensionnel
(2D), unidimensionnel (1D) et uniforme

(] Ecoulement 3D

—

Si la vitesse une fonction vectorielle de trois variables: Vix,vz)

Si en plus la vitesse dépend du temps: V (x, v,z t)

L'écoulement est dit a trois dimension non permanent
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(J Ecoulement 2D ou plan

Si le vecteur vitesse d’un écoulement dépend de deux variables
(x,y) , (x,z) ou (y,z) I’écoulement sera dit bidimensionnel ou plan

V (x, v, ), Vix,z,) ouV (}-’, z) = écoulement plan permanent
Si Vix,yt),Vixzt) ouV(yzt) = écoulementplan non permanent

1 Ecoulement unidimensionnel

Un écoulement unidimensionnel est un écoulement ou la vitesse dépend
d’une seul coordonnée

Vix), V(z) ouV (y) = écoulement unidimensionnel permanent

Si Vixnt),Vizt) ouV{yt) = ecoulement unidimensionnel non permanent
o otusup org e



[ Ecoulement uniforme

Un écoulement est dit uniforme a l’instant t si:

-»

dx

Si, en plus

av. v av

_ Y3
gx ox
av - ,
a_r —aibrs I'écoulement est uniforme permanent.

Professeur Elhammouti
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+* Ecoulement incompressible

Un écoulement est dit incompressible si:

DivV =0
Remarques
si DivV =0 alors 3 A

Professeur Elhammouti
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* Ecoulement irrotationnel

Un écoulement est dit irrotationnel si rotV =0

Or

rotV =0 - 3 une fonction potentielle ¢ telle que V= -grad {5

_ _9%»
®= gx
i S T F — ——
soil T I
d

w =

Professeur Elhammouti
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Remarque

A) Lafonction ¢ (x,y,2) = constante définie une surfacedite équipotentielle

B) Ona:
do do do : :
si @ estune équipotentielled do =0 = a—dx +ad1 +¥d? = grad.dOM
D’ou

V.doM=0 sur l'quipotentielle
Par conséquent V est perpendiculaire en M al'équipotentielle

Professeur Elhammouti 62
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Analyse dimensionnelle

Introduction

La méthode de I'analyse dimensionnelle permet de simplifier la forme des
solutions des problemes physique en réduisant le nombre de variables dont
dépendent ces solutions. Ceci présente un grand intérét en expérience et
dans le recherche des solution aussi bien analytique que numérique .

Dans ce chapitre nous allons utiliser le théoreme de Vaschy- Buckingham
pour relier le nombre de variables , le nombre d’unités fondamentales et le
nombre de variables adimensionnelles pour exprimer une relation
physique.
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Dimensions des quantités physiques rencontrées dans la mécanique des

fluides.

L

longueur L
temps t
masse m
Force F
Vitesse Vv
Accélération

Surface Sy
Débit volumique Q.
Débit massique Qm
pression P

Professeur Elhammouti
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gravitation
Masse volumique

Viscosité
dynamique

Viscosité
cinématique

Angle
Vitesse angulaire

Température

-

8 LT+

P ML™3

| AMr—1 -1
2 ML™L.T
1 L;’.T—i
g sans

OJ T—i

T g
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Enoncé du théoreme  de Vaschy- Buckingham

Siona M quantités physiques (grandeurs) avec ™ dimensions entre elles

alors, on peut former n—m Parametres sans dimension

Autrement

b

Si Ay, As e v Ay, (pression, longueur, viscosite,dé

1

sont des grandeurs qui interviennent dans une équation d’un probleme physique

telles que :
F‘Ai J A:............An} == 0

On peut montrer par le théoreme de vaschy-Buckingham qu’il existe une
relation de la forme:

Professeur Elhammouti
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f(n'i,'ﬂ'z, ...,ﬂ.’n) =0

Avec

(T )i=1....n—-m paramétres sans dimension indépendants

m est le nombre de dimensiondes l'ensemble Ay, .

Professeur Elhammouti
www.etusup.org

67



Exemple

Le débit volumique @. dans un tube capillaire horizontal est donné par:

Débit
volumique

Viscosité
Chute de pression dynamique
par unité de
longueur o
Diameétre du
tube
-capillaire

www.etusup.org
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Al — v LBT-]'
A

A, > —2 - ML2T~2

|

As—=u— MLTiT1
Par conséquent :

n=4

ladimensionde{ Ay, Aj.c...Ay}=m=3(MLT)
Donc le nombre de parameétres sans dimension est :
n—-m=1
Soit un parametre T4

Professeur Elhammouti
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Exemple

Supposonsqu’ona { A1, Az Ay} et m=3 (MLT)

Si nous choisissons par exemple {4, 4, A3} (commevariables répétitives ayant MLT entreelles)alors
m o= A7, AYATR A, = MOLPTC
My = A;Y. AYLAT.As = MOLCTC

X "ot Zn-
My = Ain m' Aén m'ABn m-An — .MOLOTO

Le probleme final c’est de chercher

X1, V1 31)1 X2,¥2, 32) e W Xm0 Vi— s Zn-m) Pour respectivement

.)Ti‘, HZJ FAE FAE P J)Tn—’n

Professeur Elhammouti 70
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Pour ceux-ci il suffit de remplacer les quantités

.*'111 ) Az A“

Par leur dimension (MLT) etles exposants de (MLT)

sont égalés a zéro.

De cette fagon, on obtient trois équations pour chaque parametre sans
dimension avec Ilois inconnues.

Professeur Elhammouti
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Exemple
A
(0 204) -

or m=3 (MLT)

le nombre de parametres sans dimensionest 4—-3=1

A
Les variables répétitives sont {Qv,Tp , D}

1
¢ TR - xi _A_p_ ) 2 — 0 0 0

Soit

(L3T~1)*2(M L™2T~2)>: (L)3-.(ML™IT 1) = M°L° TP

Professeur Elhammouti
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d'ou pour [l on: 3x; — 2y + z3 =

pour M : w+ 1 =0

et pour T: —xy — 2y —1=0
X1 = 1
Vi = -1
i = —5
D’ou
- Qu. K
My = .
DS %
Co
L'expérience montre que , , 5
BT 0. = 314 A&p D"
4 —E ) i 125 [ H

Professeur Elhammouti
WWW.etUSUp.OI’g



Admensionnalisation des équations de
Navier-stokes

On choisit :
e une longueur de référence L
® une vitesse de référence V

e et/ou une variation de pression de référence Ap

<
A
y

— p+tAp———>= v L

Ap = /)V2 (= double de la pression d’ arrét) Ap imposée



On se limite au régime permanent :

* P —Po

_Ap
-

L" analyse dimensionnelle prédit donc que :

Eu
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Intérét analyse dimensionnelle

1 24 1 2
(V*.V*)v* = —=—Eu grad™p*+ —V* v"
Fr* g Re
Ap L
pV m
e Permet de négliger des phénomenes
pesanteur négligeable si Soi’

e Certains nombres disparaissent dans de nombreux cas.
Par exemple, pour un écoulement autour d’ un obstacle :

Ap = pV2 donc Fi; =1 Il ne reste que Re !

* Quand Re — Qe dispara(v*ov*) v
domaine aes écoulement rampaniw

e On pourrait penser gue quand , on repient aufliide
parfait. Ce n’ est que partiellement vrai (couche limite)
WWW.etUSUp.OI’g



Intérét A.D. (bis)

Tous les avantages de |” analyse dimensionnelle...

Ecoulement externe :

(v*.V*)v* = —grad” p* + —V*

Fu=1 Re
donc: ,y Z Re
V13p17n1> Rel — plLl‘/l
m
V2a1027772 _ Reg _ 2L2Vv2
Uy’

Méme structure d’ écoulement si Re; = Re,




Intérét A.D. (bis)

Le théoreme de I1-Buckingham montre que :

F, F,
R
= 1ppzg ~ T (Re) C.= 1/20U%S
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Effets du Reynolds




Classification des écoulements

Re <«< 1 Re>1 Re >>1
Ecoulement
rampant Ecoulement Ecoulement
ou « de Stokes » laminaire turbulent
> e > e
| ] > Re
Effets visqueux 1 _ _ Ecoulement
sensibles dans tout Filets fluides moyen
|” écoulement paralleles *
. . Fluctuations
| raal
# fluide parfait ! aléatoires
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Ecoulement laminaire

NAR

. PR ol R T
LIRSS 1 0 T ) -

s UAREAY E R ot DO A AR N A o e S AR
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Ecoulement laminaire
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Transition laminaire-turbulent

C’ est Reynolds... Experience de Reynolds
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Tourbillons de Karman
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Tourbillons de Karman




Ecoulement rampant (ou de Stokes)

X

(V.VH) v = 1

| 1 .o,
- d* X vx" X
Eu grad p + Re M

® Re << 1 (inertie néegligeable devant frottements visqueux)
e Effets visqueux sensibles dans tout |’ écoulement
® Equations lineaires => plusieurs solutions analytiques pratiques

(suspensions, milieux poreux)
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Couche limite dynamique laminaire,
bidimensionnelle et stationnaire

Dans ce chapitre on ne considérera que des fluides incompressible a masse

volumique constante . Les écoulements seront supposés permanents et plans.

On négligera la pesanteur .

Professeur Elhammouti
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Analyse des effets de la viscosité

Cas des fluides a viscosité faible

Exemple : I'eau et l'air

Dans ces cas, il est légitime de prendre en compte les effets de la viscosité dans les
zones a forte gradient de vitesse .

Considérons, I’'écoulement ci-dessous autour d’un obstacle:

>

> >
—_— > Qne E >
/ ZO
/7 \

/
—_— 7 < obstacle
-

one C
— > /

>
>

jl

\\’> —
—
> > > > >
> ) =3 = ProTETRJITEmITOUt T 88
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Dans cet écoulement on distingue trois zones

** Zone A ou 'écoulement est peu perturbé: peu
d’influence de la viscosité

¢+ Zones B au voisinage de l'obstacle et C dans le sillage ou
I’écoulement présente un important gradient de vitesse

Il est logique le partage en deux zones principale I'étude d’un écoulement autour
d’un obstacle

| —-Une premiere zone au voisinage de I'obstacle ou il faut tenir
compte de la viscosité

lI- une deuxieme zone loin de 'obstacle ou lI'effet de la viscosité est
négligeable et ou le fluide est supposé parfait

Professeur Elhammouti
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Ce modele constitue la base de la théorie de la couche limite dynamique.

Modele de la couche de la couche limite dynamique

-
- ”
Zone non perturbée: fluide parfait 5 ,?

SN —s Couche limite turbulent

—
— I —
— —> SO

. =

S Cou.che. limite ——> S~
SN v laminaire ; -~

Sous-couche limite laminaire

Obstacle

Professeur Elhammouti 90
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Equations adimensionnelles de Navier-Stokes et de continuité

Les équations dimensionnelles de Navier-Stokes d’un écoulement
bidimensionnel stationnaire sont:

du N du  dp + vA
i 1"'ay = Toax T

dv N dv D + VA
ax T ¥ dy  dy var

V : viscosité cinématique

équation dimensionnelle de continuité

du M av
dx ay

= 0

Professeur Elhammouti
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Dans ces équations on néglige la pesanteur.

Prenons V. et L Comme grandeurs de référence pour

respectivement les vitesses et les longueurs.

Posons les changement de variable s et de fonctions suivants:

B~ =

A 4

En introduisant ces changements dans les équations de Navier-Stokes on
obtient:
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=t V= ===+ —
U-ax ay ax RBAU
Uav+vav_ ap+ 1AV
ax ‘Y  adY R,

Equation adimensionnelle de Navier-Stokes

L.V,
Vv

vec R, = lenambre sans dimension de Reynolds

Equation adimensionnelle de continuité

aU+av_0
ax  ay

Professeur Elhammouti
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Equation de continuité et de Navier-Stokes dans la zone non perturbée:

Probleme extérieur ala couche limite

Si la viscosité est tres faible ( zone non perturbée loin de l'obstacle )

alors R, = — o0

Et obtient dans ce cas :

Equation adimensionnelle de continuité

aU+ av )
ax  ay

Professeur Elhammouti
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Equation adimensionnelle de Navier-Stokes

al ol aP
U a + V.g = —a
al’ al’ dP
U a + V.W = —W

Ces dernieres équation sont des équations adimensionnelles pour un fluide parfait
en écoulement (Equation d’Euler)

Conséquence

Dans la zone non perturbée (a I’extérieur de la couche limite )
I’écoulement est régi dans la théorie de la couche limite par I'équation
d’Euler pour un fluide parfait

Professeur Elhammouti 95
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la condition aux limite de glissement s'écrit V(X,0) =0

La résolution de ce probléme conduit a la détermination de Ux,Y)

en particulier
U(X,Y)=U, (X) auvoisinagede laparoi (Y =0)
P(X,Y) =P, (X) auvoisinage de laparoi (Y =0)

D’apres I'équation adimensionnelle de Bernoulli pour un fluide parfait
ona:

2 : dpe dUa
U~ = constante soit — = —-U, .
d

Iy

[ [

P, +

Iy

aA

Professeur Elhammouti
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Equations de Navier Stokes et de continuité dans la couche limite

En réalité la couche du fluide en contact avec la paroi solide a une
vitesse nulle par rapport a cette paroi(condition de non glissement)

A
Y U, (X)

H s
— V.| T
SN oo » s
=% e
_H //

B 4)

Et la condition de glisgement peut étre réalisée a la limite de la couche
limite 8(x)

Professeur Elhammouti
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-

4 -\‘ . . y 4 . A Y . y
5{’..‘{ ) :estladistance qui sépare la paroi et la zone ou le fluide et non perturbé

Remarque

i
LAY
=

[
|
=]

Llorsque Y passedeO a

U passede0al, et V de0alv, =0

o~
variation rapide de U surune petite distance (O

Cette variation suggere d’introduire un nouvel changement de variable et de

fonction comme suit:
Yy =Y.R,Y? et V =V.R,

Professeur Elhammouti
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En introduisant ce nouveau changement dans les équations adimensionnelles de
Navier Stokes et de continuité précédente on obtient :

al " al’ 0

ax = ay

UaUH_ﬁU _ ap+afu
) Y  ax  ay?

X U — . R 2 > —
o - ] U - ] I_.' = - g = p p'IC
L i . TR 7 et P o V2.

Soit sous forme dimensionnelle
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ua + t:’.a—y = T + val:
9 _

ay

du dv

a + a = 0

Ces équations représentent les équation de Navier Stokes et de
continuité dans la couche limite ou équation de Prandti

La relation —a—? =0 entraine que la pression sur la plaque

(a la surface du corps solide) est P.(X) (pression dans la zone entre

le fluide parfait et la couche limite) on a donc:
100
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dP  aP
ax  ax

Et d’apres la relation de Bernoullion :

d P, dU,

dX " dX

Les équations de Prandtl s’écrivent alors

au+at7' )

ax a8y

U, z0U _ . du. 9%
ax 9y ¢ T dx @ ay?

Avec la condition d’adhérence a la paroi :

si Y =0 alors U=0 et V=0

Et la condition de raccordement: }ll_{l;lc U(X,Y) =U; (X)
Professeur Elhammouti 101
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Ou sous forme dimensionnelle

du N av
dx ay
| au.+ ”au
lLax ‘“ay

du, d%u
= Ug — + V——
dx dy-
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